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Non-Integral Slater-Orbital Calculations: 
I. One-Center Integrals, Applications to Atoms 

Slater-Orbitals of non-integral principal quantum number have been used to construct a ground- 
state wave function for atoms from helium to neon. 
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Introduction 

Depuis que, en 1957, Parr et Joy [1] ont propos6 d'utiliser des n non-entiers 
pour les orbitales de Slater, un certain hombre de calculs ont 6t6 effectu6s sur les 
atomes et des 6difices de petite dimension en application de cette m6thode. 
Signalons les travaux de Snyder sur l'h61ium [2], Geller sur H2 + [3], de Saturno 
et Parr [4] sur diff6rents atomes et ions ~ couches compl6tes, de Silverstone [5] 
sur le calcul formel de certaines int6grales mol6culaires. 

Notre propos est de calculer analytiquement toutes les int+grales mom- 
centriques puis d'appliquer ce calcul aux 6tats fondamentaux de tousles atomes, 
de l'h61ium au n6on, en base minimale. 

Les int6grales mono 61ectroniques 

Nous 6crirons les orbitales de Slater: 

(nlml = N~ r ~- 1 e-~r ytm(O, q~) 

N,~ = (20 (2"+ 1)/2 F(2n + 1)- i/2 

(n' l' m' ('lnlm~> = N,r N,,~, ~ Yffm Yvm' dg2 ~ r "+"' exp [ - ( (  + ~')r] dr 
0 

=N,~N,,cF(n+n'+ 1)((+(')-("+"'+i)6u, 6,,m, [6] .  



80 A. Al louche  

Les int6grales nucl6aire et cin6tique peuvent s'exprimer en fonction de l'int6grale 
de recouvrement [-7]: 

< n' I' m' ~' i @ I nlm(> = (( + (')(n'l'm'~'lnlm(> (n + n') -1 

~ ( n + O ~ - l -  1) n((+( ' )  ( l <n'l'm'C[ Tlnlm~) ~ - ( n + ~ + - n ; +  l) ( ( + C ) ~ - 2  n + n '  ~_~2 

�9 (n'l'm'~'lnlm~>. 

Ittt6graies bi~lectroniques 

[ Z.(1) Z. (1) r@ 2 Zb ( 2 ) Zd( 2 ) ] = N..~ N .~  N~o N.~. 

�9 j'~ff- z ~ ' - 2  exp (_Zq)  exp(-Z'r2)  ~ Y~.r..(O~,q~O Y~omo{Oa,~~ 
/ '12 

�9 Y~mo(0~,~02) Yta,..(02,(P2 ) d% d'c2 
N=na+n~ Z = ( . + ~  

N ' =  n b + na Z' = ~b + ~d" 

En utilisant le d&eloppement de Laplace pour l /q  2 [8]: 

1 1 ~ x~ 4n r~ 
r12  ira _ r 2  [ z.., z.~ ~ 2 ] / +  1 r~+ +VYp~(OI'tpl) Yf'~(O2'q)2)" 

/~=0 a = - / t  

Partie angulaite de l'61ectron 1: 

Za+l, [(21~+1)(21~+ 1) t~/2 Y~m.(O~, (Pl )  Ylemc(01, (Pl)  = ( ~  1) ma E 

. C(Ll~ - re.m3 r YL,-m~ ,&~ 

'o+'o [(2to+ 
Z l  aYc-ViS 

�9 C(Llal~, 00)~ YL,_,,,.+mo(01, q)~) Y*,,(O~, q~l) d~"~l �9 

On en d6duit, du fait de l'orthogonalit6 des harmoniques sph6riques: 

'o+'~ 1(21.+1)(2l~+1)] '/2 
( -  1)m= ~ " 4~r(2L + 1) - C(LI~ I~, - mdnr C(Llfl~, 00) 

L~=lla--le] 

De la m~me mani6re, pour l'61ectron 2: 

'~+'" [ (21b + 1) (21 a + 1)_] 
(__])mb+a E t 

t,' = l/s - la[ J 

�9 51~L' ga,m~-ma" 

1/2 
C(U l b I d, -mb rod) C (L' l~ la, 00) 
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Les sommations sur L, L', # e t a  se r6duisent ~t une seule sommation sur # variant 
du plus grand de II, - l~l, Ilb -- lal au plus petit de l~ + l~, Ib + la. 

D'autre part, les conditions de nullit6 des coefficients de Clebsch-Gordan 
entrainent les conditions: 

-m~+m<=mb-ma 

# + la + l< I pairs [91. 
#+Ib +la J 

Partie radiale: 

exp(-zq) g'e e- o r~+ +l drz dq  [10] 

F ( N + N ' + I )  [2F,(1, N + N ' + I , N + # + 2 ,  Z /Z+Z ' )  
-(gTzZr+ vrt N + + I 

zF1 (1, N + N' + 1, N + # +  2, Z'/Z + Z')~ 
+ N ' + # +  1 J" 

L'int6grale bi61ectronique s'6crit donc: 

(2#+  1) z [(2/a+ l )(2/b+ 1)(21~+ 1)(2ld+ 1)] ~/2 

�9 C(#lfl~; -m.m~) C(#l~lr 00) C(#lfla; --mbmd) C(#lfla; 00) 

F ( N + N ' +  1) [2FI(1 ,N+N'+ 1, N ' + # + 2 ,  Z ' /Z+Z')  
(Z + Z') N+w +l [ N' + #+ 1 

-t 2 F t ( I , N + N ' + I , N + # + 2 ,  Z /Z+Z ' ) )  
N + # + I  

Application aux atomes 

L'6nergie d'un atome est calcul6e par la formule de Moffit modifi6e [11]: 

ni(n i - 1) 
E = ~ n , I , +  ~ ~ - ~ J , +  ~[n ,  nfl, s-(nJ-n f +n?n7)K,s ]. 

i i (i  j )  

O/a ni est la population de l'orbitale i, 
n{ et hi-, les populations respectives de spin a et fl de l'orbitale i, 
/~, ['int~grale mono61ectronique, 
J~j et Kij, sont respectivement les int6grales bi61ectroniques de Coulomb et 
d'6change. 

Nous avons utilis6 pour chaque atome, la base minimale de l'6tat fondamental. 
La minimisation est faite pas ~t pas, num6riquement, surn et sur Z, en partant 

des param6tres de Slater, ce qui fait deux param&res ~t minimiser par orbitale 
introduite. 

Les r6sultats obtenus sont compar6s (Tableau 1) aux r6sultats de Clemenfi [12] 
qui a ufilis6, pour ses calcuts Hartree-Fock, un hombre d'orbitales, et doric de 
param6tres, importants, el aux r6sultats de la m6thode du Double ~ [13]. L'int6r~t 
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Tableau 1. Parametres calcules 

Atome n Z Orbitale 

H e  0,955 1,537 Is 

Li 0,99 2,64 ls  

2,01 1,25 2s 

Be 0,979 3,534 ls  

2 ,210 2 ,310 2s 

B 1,00 4,68 l s  
2,00 2,58 2s 

1,64 1,59 2p 

C 0,990 5,561 ls  
2 ,014 3,260 2s 
1,650 2,125 2p 

N 0,991 6,546 l s  
2 ,034 3,986 2s 
1,631 2,538 2p 

O 0,993 7,552 ls  

2 ,040 4,686 2s 
1,602 2,845 2p 

F 0,993 8,514 ls  
2 ,050 5,401 2s 
1,595 3,227 2p 

N e  0 ,992 9 ,404 ls  
2 ,097 6,333 2s 
1,614 3,759 2p 

de la m6thode est donc d'obtenir une 6nergie sensiblement plus proche de cette 
du double ~, tout en utilisant un nombre de param6tres presque deux fois moins 
important, et en conservant le m~me nombre d'orbitales que dans la m6thode la 
plus simple. 

On remarque (Tableau 1) que les param6tres les plus perturb6s sont les 
param6tres des sous-couches les plus externes, les autres ne variant que peu. La 
plus grande partie du gain d'6nergie est donc amen6e par la minimisation sur la 

Tableau 2. Energies 

Atome n non-entier Simple-~ Double-ff Hartree-Fock 

H e  - 2 ,85420  - 2 ,84765 - 2 ,86167 - 2,86168 
Li - 7 ,42148 - 7 ,41848 - 7,43371 - 7 ,43272 
Be - 14,56420 - 14,55674 - 14,57236 - 14,57302 
B - 24 ,50754 - 24 ,49837 - 24,52789 - 24,52905 
C - 37 ,66184 - 37,62238 - 37,68667 - 37,68861 
N - 54,36221 - 54,26889 - 54,39787 - 54,40091 
O - 74 ,72870 - 74 ,54036 - 74,80418 - 74,80936 
F - 99 ,35344 --  98,94211 --  99 ,40116 --  99,40928 
N e  - -128 ,35825  - -127 ,81219  - 1 2 8 , 5 3 4 8 0  - 1 2 8 , 5 4 7 0 1  
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derni6re sous-couche. Ceci peut &re int6ressant fl noter en vue de calculs sur des 
atomes plus importants ou sur les mol6cules, il suffirait, dans ce cas, de ne minimiser 
que le n des 61ectrons externes, ce qui peut r6duire consid6rablement les temps 
de calculs. 

Notations: 
~,m(0, q'): 
r(x): 
y(~, x) et F(e, x): 
C(Lll ' ,mm'): 
2F1 (a, b, c, z); 

Harmonique Sph6rique. 
Fonction Gamma compl6te. 
Fonctions Gamma incompl6tes. 
Coefficient de Clebsch-Gordan [14, 15, 16]. 
S6rie Hyperg6om6trique [6]. 
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